— ingenieursmifBige Vorgehensweise eines Informatikers
— prozedurales Wissen

< Nun betrachten wir stirker das deklarative Wissen eines
Informatikers, also das Wissen um die (theoretischen) Konzepte,
die hinter seiner Vorgehensweise stehen.

< Wir suchen nach formalen (mathematischen) Beschreibungen fiir

Begriffe wie

— Halten von Information

— Verarbeiten von Information

— System und Systemschnittstelle
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o Reprdsentation versus Information
Motivation
< Bisher haben wir hauptsichlich die Erstellung eines
Informatiksystems aus einer Problemstellung im Fokus gehabt.

< Wir haben bisher Zeichenketten fiir Strichzahlen betrachtet:
M+ 11 =1

<> * <> = <>

» Warum haben wir zwei verschiedenen Représentationen gewéhlt?
» Was bezeichnen wir mit lll und <llI>? Die Zahl 3?

< Es ist schwer, die Zahl 3 zu beschreiben, denn auch 3 ist eine
Reprisentation!

< Plato wiirde sagen: Die natiirlichen Zahlen, von denen "3" ein Mitglied
ist, sind eine Idee (dhnlich wie "Schonheit" eine Idee ist).

— Ideen existieren, die natiirlichen Zahlen sind genauso real wie
dieser Tisch hier, aber man kann nicht auf sie zeigen, man kann nur
ihren Schatten sehen (Plato’s Hohlengleichnis)
—Ill, <llI> und 3 sind verschiedene Schatten der Idee "Zahl 3".

+ Fiir Schatten sagen wir heute Reprdsentation

« Fiir Idee benutzen wir heute den Begriff der Information.
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Information: Die Bedeutung einer Reprdsentation

Hilfe!

Drei verschiedene Reprisentationen derselben Information:
»Ich bin in Not. Ich brauche sofort Hilfe!*
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Repriisentation versus Information

< Definitionen:

— Information ist der abstrakte Gehalt (Bedeutung, Semantik)
einer Nachricht.

— Reprisentation ist die duflere Form einer Nachricht (Syntax).
< Reprisentationen sind oft mehrdeutig:

— “Ilse liebt Apfel.” und “Apfel liebt Ilse.” (Im Zusammenhang
jeweils eindeutig)

— Aber: “Hans liebt Ilse.” Wer liebt hier wen?

< In der Informatik wiinschen wir uns eindeutige Repréisentationen.
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Rechnen mit Reprdsentationen

< Wir verwenden Représentationen, um zu rechnen.
< Beispiel: schriftliches Addieren
472
- Dezimalzahlen: + 193
665

111
+ 10
- Dualzahlen: 1

1001
< Nicht alle
MLXIV Représentationsformen
+ LXXI sind gleich gut
292992 geeignet!

- Rémische Zahlen:
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Interpretation, Informationsbezugssystem

< Definition Interpretation: Der Vorgang der Ermittlung der
Information aus einer Reprisentation. Geschieht normalerweise
— Statisch durch ein Worterbuch: Auflistung Reprisentation <= Information

— oder prozedural durch eine Interpretationsvorschrift, die fiir eine
Reprisentation die jeweilige Information ermittelt.

< Definition Informationsbezugssystem: Die Menge der Gegenstéinde
und Beziehungen zwischen Gegensténden, die nétig sind, um aus einer
Reprisentation die Information zu ermitteln.

< Das Informationsbezugssystem wird oft nicht explizit genannt, da es
aus dem Zusammenhang (,,Kontext*) klar wird. Beispiele:
— 79° bedeutet 79° Fahrenheit, wenn ich in den USA bin.
— 79° bedeutet 79° Celsius, wenn ich in Italien bin.
— ,,Was ist deine Position?* bedeutet
« in einem Navigationssystem: ,,Was sind deine x-/y-/z-Koordinaten?*

+ in einem Organisationssystem: ,,Was ist dein Rang in der Hierarchie?*
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Interpretation als Abbildung

< Wir modellieren den Begriff Interpretation jetzt als mathematische
Abbildung:

— Sei R eine Menge von Représentationen, und A eine Menge von
Informationen.

— Die Interpretation ist eine Abbildung I: R — A , die der gege-
benen Reprisentation r € R eine Information I[r] € A zuordnet.

@ verwendet man eckige statt runder Klamm@

< Definition: Wir bezeichnen (A, R, I) auch als Informationssystem,
R heilit Reprisentationssystem, A nennt man semantisches Modell.

< Beispiel:
— Sei A die Menge der natiirlichen Zahlen

—Dann sind {1, 2, 3, ...}, {I, Il lll, ...} Elemente von
Reprisentationssystemen R fiir A.

Copyright 2007 Bernd Briigge, Christian Herzog der i TUM Wi 2007/08 Kapitel 12, Folie 9

Aussagen

< Eine wichtige Form der Représentation von Information sind Aussagen.
< Beispiele von Aussagen:

—,,Die Sonne scheint.

—,,Das Oktoberfest ist immer im Januar.

—,,Es ist 79 Grad.”

< Aussagen beziehen sich immer auf ein bestimmtes System, d.h. die
Komponenten und ihre Beziehungen untereinander.

— Definition: Wir nennen das System im Zusammenhang mit
Aussagen das Bezugssystem.

< Fiir ein festes Bezugssystem ist eine Aussage entweder wahr oder falsch.
< Aussagen représentieren Wahrheitswerte.

< Wir werden jetzt ein sehr eingeschrinktes Reprisentationssystem
definieren, in dem wir nur Aussagen einer speziellen Form zulassen, die
wir Boolesche Terme nennen.
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Boolesche Terme

< Gegeben sei eine Menge ID von Bezeichnern (Identifikatoren,
Variablen).

— Ein Bezeichner kann als Platzhalter fiir eine Aussage aufgefasst werden.
— Wir werden Bezeichner in der Regel mit x, y oder z bezeichen.

< Definition: Die Menge der Booleschen Terme mit Bezeichnern aus
ID ist dann induktiv wie folgt definiert:

— true und false sind Boolesche Terme.
— Alle Elemente von ID sind Boolesche Terme.
— Ist # ein Boolescher Term, so ist auch (—¢) ein Boolescher Term.

— Sind ¢/ und #2 Boolesche Terme, dann sind auch (¢/ v #2) und
(t1 A 12) Boolesche Terme.

— Sind ¢/ und 72 Boolesche Terme, dann sind auch (#/ = r2) und
(t1 = t2) Boolesche Terme.
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Beispiele von Booleschen Termen

e (xvy (xAy) (true v false)
@ (((w)Aay)v(yAax)

< Um unnétige Klammern zu vermeiden, fiihren wir Prioritdten von
Operationen ein:

— Der Negations-Operator — bindet stirker als die bindren
Operationen A, v , = und <

— Der Operator A bindet stirker als v.
— Am schwichsten binden die Operatoren = und <

* XVy XAY true v false
23 xAY)V(AX
< XAYVYAX
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Die Boolesche Algebra der Wahrheitswerte

< Boolesche Terme kann man rein syntaktisch sehen.

< Der Hauptzweck von Booleschen Termen ist aber die
Reprisentation von Information.

— Man kann ndmlich jedem Booleschen Term einen
Wahrheitswert als Information zuordnen.

< Um das zu machen, brauchen wir allerdings zunéchst einmal einen
prézisen Begriff fiir die Interpretation von Booleschen Termen.

— Zur Auffrischung: Die Interpretation I: R — A ordnet der

Représentation r eine Information I[r] aus dem semantischem
Modell A zu.

< Unser semantisches Modell A ist die Menge der Wahrheitswerte

Wir konnen Operationen auf diesen Booleschen
Wahrheitswerten definieren

not: B— B orrBxB—B and:BxB—B impl: BxB — B

not(O) =L or(0,0)=0 and(O0,0)=0 impl(O, O)=L
not(L) = O or(O,L)= L and(O,L) =0 impl(O, L) =L
or(L,O)= L and(L,O) =0 impl(L, O) =0O
or(L,L) =L and(L,L) =1L impl(L,L) =L

< Uns interessiert besonders die Menge der booleschen
Wahrheitswerte zusammen mit diesen Operationen.

equiv: BxB — B

< Eine solche Struktur kennen wir schon: Klasse als

Al sches Modell A fiir Wahthei K i equiv(O, O) =L Zusammenfassung von Attributen und Operationen.
- Prisni?mﬁ“elzltésﬁ/lg e Ble nfe;te?tsgrerfn Sann man Im equiv(O,L) =O . Inder Mathematik heiBt diese Struktur Algebra, in der
) PJ .g ) w ' verw : equiv(L,0) =0 Informatik allgemein Rechenstruktur.
— Wie verwenden in dieser Vorlesung die Menge B = {O, L}, equiv(L, L) =L + Die Menge B mit den Operationen not, or, and, impl und
— O und L bezeichnen wir als Boolesche Wahrheitswerte. equiv nennen wir Boolesche Algebra.
Boolesche Belegun
sung Boolesche Belegung ...

% Wir sind auf der Suche nach einer Interpretation I, die jedem
Booleschen Term einen Wahrheitswert aus B zuordnet.

% Boolesche Terme sind Aussagen, die Identifikatoren enthalten.

¢ Der Wahrheitswert von Booleschen Termen wie zB. -x Ay vy A x

héngt von der Belegung der Identifikatoren x und y ab.

+* Definition: Eine Abbildung f: ID — B, die jedem Bezeichner aus
einer Menge ID von Identifikatoren einen Wahrheitswert zuordnet, heif3t
Boolesche Belegung.

+ Beispiel einer Belegung 3 < Beispiel einer alternativen
fiir ID = {x, y, z}: Belegung B, fiir ID = {x, y, z}:
-p(x) =L -B (=0
-pO» =0 - »=0

-B@ =L —[51 (2)=L
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<+ Die Menge aller Belegungen heifit ENV. Also: 3, B,€ ENV.

< Mit einer gegebenen Belegung f lasst sich jedem Bezeichner aus
ID und damit jedem Booleschen Term ein Wahrheitswert
zuordnen.

< Wir definieren dafiir die Interpretation Iy
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Kapitelnavigator: wo stehen wir?

R Boolesche Terme
Reprasentations- — (true, false, x,y.z,
ebene (Syntax) AV, 2, =)

Interpretation
13
A Boolesche Algebra
Informations- —{ (O, L, not, and,
ebene (Semantik) | Or equiv, impl )

Copyright 2007 Bernd Briigge, Christian Herzog der i TUM Wi 2007/08 Kapitel 12, Folie 17

Interpretation 15 von Booleschen Termen

+ Ig[true] =L Ig[false] =0
% Tglx] = Bv)

— d.h. fiir alle Elemente aus ID ist der Wahrheitswert der Wert,
der sich aus der Belegung { ergibt.

+ Ig[~t] = not (IB[t] )
— d.h. wir finden den Wahrheitswert von =, indem wir den
Wahrheitswert vom Term ¢ finden, und ihn dann negieren.
@ Igl 11 v 2] = or (I[#1], 1g[22] )
— d.h. wir finden den Wahrheitswert von ¢/ v ¢2, indem wir die
Wahrheitswerte der Terme ¢/ und 2 finden, und sie dann mit or

verkniipfen.
Alles klar? '

@ Ig[ tl A t2] =and (Iﬁ[t]] ,IB[Q] )
« Ll 11 = 2] =impl (L[#1] , L5[22] )
+ Iglt] < 12] = equiv (Ig[21] , Ig[22] )

Beispiel: Interpretation eines Booleschen Terms

(xvy)A(yva):
Llxvy)A(yva)l

and (Ig[~xvy],ilyyz])

and (or (L[], Ily) , or (vl . Lylz]))

L] s or (Igy1 L Llz]))

B .B()) . or B . BE))

, 04

= and(or( O , 0O, L )

=and( O, L) = O
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Kapitelnavigator

Wichtiger Punkt: In Informatiksystemen geschieht Informations-
verarbeitung immer auf der Reprisentationsebene!

R Boolesche Terme Boolesche G
Représentations- —| (true, false, x.y.z, o0 fii _etze)setze
ebene (Syntax) AV =)

Interpretation
Iﬁ
A Boolesche Algebra
Informations- — (O, L, not, and,
ebene (Semantik) [ °r. equiv, impl)
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Beispiele von Booleschen Gesetzen

true = x v x Gesetz fiir true
false = —true Gesetz fiir false
-y =X Involutionsgesetz
XAy =YAX XVy=yvx Kommutativgesetz
(xAyYAz=xA(A2Z) (xvy)vz=xv(yvz Assoziationsgesetz
XAX =X xXvx =x Idempotenzgesetz
xvyay =x xXA(vy =x Neutralitdtsgesetz
XA(xvy =x xv(xay =x Absorptionsgesetz
xA(yvzy) =(xAy)V(XAZ xv(yAaz) = (xvy A(xvz) Distributivgesetz

A(xAy) = x vy A(xvy) = x Ay deMorgan's Gesetz
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Semantische Aquivalenz

< Definition: In einem Informationssystem (A, R, I) heilen zwei
Reprisentationen rl, 12 € R semantisch dquivalent, wenn sie mittels
der Interpretation I auf dasselbe Element des semantischen Modells A
abgebildet werden, d.h. wenn gilt: I[r1] = I[r2].

< Satz: In allen Booleschen Gesetzen sind die linken und rechten Seiten
der Gleichung semantisch dquivalent, d.h. die Gesetze sind vertriglich
mit der Interpretation.

<+ Konsequenz: Wir diirfen mit den Booleschen Termen im
Reprisentationssystem R rechnen

— die Booleschen Gesetze konnen als Rechenregeln aufgefasst werden,
mit denen komplizierte Boolesche Terme umgeformt werden kdnnen

— Das Ziel ist, sie auf true oder false zu vereinfachen (zu reduzieren).

< Die semantische Aquivalenz garantiert uns, dass dabei die Wahrheitswerte
der Terme erhalten bleiben.

der i TUM Wil 2007/08 Kapitel 12, Folie 22

Copyright 2007 Bernd Briigge, Christian Herzog

Nachweis der semantischen Aqivalenz

Um den Satz auf der vorherigen Folie zu beweisen, miissen wir zeigen, dass

fiir jedes Boolesche Gesetz ¢t/ =2 - d.h. fiir alle Gesetze auf Folie 24 - gilt:

Ig[#1] =1g[#2] und dies fiir jede Belegung p.
» Wir beweisen dies beispielhaft am Absorptionsgesetz x A (x v y) =x

) BK) | Iglx v y] | Iglx A (x v y)]
Wahrheitstabelle ) o o )
0 L L (0]
L o L L
L L L L
Schreibvereinfachung: Weglassen der Belegung 5 und Interpretation I;:
X y XVy ‘ XA@XVYy)
Wahrheitstabelle  © o o 0
o L L o
L o L L
L L L L
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Vereinfachung von Booleschen Termen

< Beispiel: y A 1y
< Umformung:

YATY = YAy (Kommutativgesetz)
= yA-TYy (Involutionsgesetz)
=-a(vy (deMorgan)
= -1 (true) (Gesetz fiir true)
= false (Gesetz fiir false)

< Wir rechnen hier rein syntaktisch auf der Ebene der Reprisentationen,
d.h. die Umformung geschieht nur unter Anwendung von Booleschen
Gesetzen.
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Implikation und Aquivalenz sind Abkiirzungen

+ Frage: Warum kommen die Operationen = (Implikation) und
< (Aquivalenz) in den Booleschen Gesetzen nicht vor?

< Antwort: = und < sind Abkiirzungen, die sich mit A, v und -
definieren lassen:

tl=12 = —tivie2
tl=s12 = (I At2)v (=t A =12)

Kapitelnavigator: wo stehen wir?

R Boolesche Terme Boolesche G
Représentations- — (true, false, x.y.z, 0 fs; fzze)setze
ebene (Syntax) AV S =)

Semantische
< Wir kénnen noch einen Schritt weitergehen. Die Operation A kann Aquivalenz
. . > : . L[t1] = L,[t2]
mit den Operationen = und v ausgedriickt werden: Interpretation p p
A2 = =(=tlv=12) Iy
< Umgekehrt kann v mit den Operationen — und A ausgedriickt
. A Boolesche Algebra
werden: . Mengenalgebra
Informations- — (O,L,not, and, |— (PU). C.N.U)
tive2 = = (=t A—=12) ebene (Semantik) or, equiv, impl ) T
Mengenalgebra

« Ist U eine beliebige Menge, dann bezeichnen wir mit P(U) die Menge
aller Teilmengen von U.

+ P(U) wird Potenzmenge von U genannt
— und manchmal mit 2Y bezeichnet

< Betrachten wir folgende Operationen auf Teilmengen M, M,, M, von U:

— C(M) =U\M, das Komplement der Teilmenge M beziiglich U
— M, nM,, derDurchschnitt der Teilmengen M, und M,
- M, uM,, die Vereinigung der Teilmengen M, und M,

% P(U) zusammen mit den Operationen C, nund U heiBt
Mengenalgebra iiber U.
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Mengenalgebra: ein Beispiel

Setzen wir U = {1,2,3}.

Dann besteht P(U) aus den Mengen
g, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1 3} {2,3} und {1,2,3}
Dann gilt unter anderem
C({2})=U\{2}={1,3}
{1,3} n {2,3} = {3}
{1,3} u{2,3} = {1,2,3}
{13}nd = O
{13y v ={1,3}
{1,3} nU ={1,3}
{1,3}uU =U
C()= U und C(U) =
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Eine alternative Interpretation von Booleschen Termen

< Bisher haben wir die Reprisentation Boolescher Terme als
Wabhrheitswerte interpretiert, d.h. ein Term war entweder O oder L.

< Jetzt wollen wir mal einen Booleschen Term nicht als Wahrheitswert
sondern als Teilmenge von U interpretieren

— Die Belegung f ist dann eine Abbildun%[’): ID — P(U), die jedem
Bezeichner aus ID eine Teilmenge von U zuordnet.

< Wir qeﬁnieren jetzt eine InteArpretation TB folgendermassen :
Iﬁ[true] =U [;[false] = &

plx] = B(x)

o =C i)

gl 11 v 12] = Iﬁ[t]] U IB[Q]

gl 21 A 2] = Iﬁ[t]]A N IB[IZ] .

gl tl =12] = q (Ipl1] ) U La[2] A X

Iﬁ[ tl 2] = (Iﬁ[tl] N IB[tZ] ) u (C (Iﬁ[t]] )nC (Iﬁ[tZ]) )

< Ist diese Interpretation I, sinnvoll? Das sei erst einmal dahingestellt,
wir konnen sie jedenfalls definieren. Betrachten wir es als Spiel.

M T M N M’
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Mengenalgebra und Boolesche Gesetze

< Auch wenn die Interpretation von Booleschen Termen wie ein Spiel
mit Definitionen wirkt, gilt ein bemerkenswerter Satz:

< Satz: Wenn wir Boolesche Terme als Elemente einer Mengenalgebra
interpretieren, dann gelten die Booleschen Gesetze, d.h. die linken und
rechten Seiten jeder Gleichung sind semantisch dquivalent.

< Zum Beweis miissten wir wieder zeigen, dass fiir jedes Boolesche
Gesetz 1/ =12 und jede Belegung f§ gilt: I;[#/] = I [12]

— Dies wollen wir hier jedoch nicht durchfiihren.

< Wir haben also zwei vollig unterschiedliche semantische Modelle B
und P(U) fiir Boolesche Terme, die beide mit den Booleschen
Gesetzen vertriglich sind:

— B besteht nur aus den zwei Elementen O und L.
— P(U) hat unendlich viele Elemente, wenn U unendlich ist.
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Kapitelnavigator

R Boolesche Terme BoolescheG
Représentations- — ( true, false, x,y.z, 0 (ef; _etze)setze
ebene (Syntax) AV, S =)

Interpretation

Semantische|
Aquivalenz

I[t1] = Tg[£2]  Semantische

—,

Interpretation i
I, Aquivalenz
Lo[#1] = Ip[¢2]
A Boolesche Algebra
Informations- —| (O, L, not,and, || [EMCTRIEEH
ebene (Semantik) | ©°F equiv, impl)
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Resiimee

< Wir haben
— formal festgelegt, wie Boolesche Terme aufgebaut werden,
— Gesetze angegeben, welche Terme semantisch dquivalent sind,

< Wir haben aulerdem zwei Algebren (Rechenstrukturen)
angegeben, in denen Boolesche Terme unter Berticksichtigung der
Booleschen Gesetze interpretiert werden kdnnen.

< Nun wollen wir im Rest dieses Kapitels vertiefen, dass

— wir durch Angabe von zulédssigen Termen und von Booleschen
Gesetzen abstrakt beschreiben,

— was in gegebenen Rechenstrukturen konkret vorliegt.

< Zundchst werden wir ein allgemeineres Konzept vorstellen, wie der
Aufbau von Termen festgelegt wird

< Dazu fiihren wir den Begriff der Signatur ein.
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Signatur

< Definition Signatur: Eine Signatur besteht aus
— einer Menge S von Sorten;

C—> + Sorten sind Bezeichner fiir Mengen, auf denen die Operationen von
Rechenstrukturen definiert sind, z.B. bool fiir B oder P(U).

+ Wichtig: B oder P(U) sind keine Bezeichner sondern Mengen, bool ist der
Bezeichner!

« Diese Mengen bezeichnet man auch als Trigermengen.
— einer Menge F von Funktionssymbolen;

C——>  Funktionssymbole sind Bezeichner fiir Operationen bzw. Funktionen von
Rechenstrukturen.

— der Angabe einer Funktionalitiit fiir jedes Funktionssymbol.

+ Die Funktionalitét gibt an, welche Sorten eine Operation auf welche Sorte
abbildet.

« Dabei wird auch vermerkt, wenn ein Funktionssymbol f nicht in
Funktionsschreibweise f(a,b) sondern beispielsweise in Infix-Schreibweise
afb verwendet wird.
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Beispiel: Eine Signatur fiir die boolesche Algebra

% Menge der Sorten: S = {bool}
< Menge der Funktionssymbole: F = {true, false, =, A, v}
true und false sind nullstellige Funktionssymbole (Konstanten)

< Funktionalititen:

true: — bool

false: — bool

=: bool — bool // Schreibweise ohne Funktionsklammern

A: bool x bool — bool // Infix-Operator

v: bool x bool — bool // Infix-Operator

< Bemerkung: die Signatur legt fest, wie Terme aufgebaut werden.
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Beispiel: Signatur fiir nat

< Menge der Sorten: S = {nat}
< Menge der Funktionssymbole: F = {zero, succ, add}
< Funktionalitéten:

zero: —> nat

succ: nat — nat

add: nat x nat — nat

< Terme (iber nat sind dann
— zero, succ(zero), succ(succ(zero)), succ(succ(succ(zero)))
— add(zero, zero), add( succ(succ(zero)), add(zero, zero) )

% ... und, wenn man Bezeichner x, y zuldsst, auch
— succ(succ(succ(x))), add(x, add( succ(succ(y)), add(x, y) ))
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Abstrakte Algebra

< Definition: Eine Signatur £ zusammen mit Gesetzen der Form
tl =12, wobei tI und 2 Terme liber X (mit Identifikatoren) sind,
nennen wir abstrakte Algebra oder abstrakte Rechenstruktur.

< Eine abstrakte Algebra beschreibt
— die Schnittstelle einer Rechenstruktur (mittels der Signatur)
— die Spezifikation der Operationen (mittels der Gesetze )

ohne dass die Rechenstruktur konkret angegeben wird (d.h. es gibt
keine Implementation).

< Aus der Mathematik sind uns abstrakte Strukturen vertraut. So
beschreibt z.B. der Begriff Korper eine abstrakte Struktur
(Trdgermengen, Operationen, Gesetze), und die K&rper der
rationalen bzw. reellen Zahlen sind Konkretisierungen davon.
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Beispiele von abstrakten Algebren

< Die Signatur fiir bool zusammen mit den Booleschen Gesetzen
bildet die abstrakte Algebra bool der Wahrheitswerte.

< Die Signatur fiir nat und die Gesetze
— add( x, zero ) =x
— add( x, succ(y) ) =succ (add (x,y))
ergibt die abstrakte Algebra nat der natiirlichen Zahlen.
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Graphische Kapiteliibersicht: wo stehen wir?

R Boolesche Terme abstrakte
Représentations- | — ( true, false, x,y.z, Gesetze Tochra
ebene (Syntax) AV S =) &
Aquivalenz
Interpretation I[#1] = Ty[£2 ngantische
L Aquivalenz
I[s[ﬂ] = I[s[tz]
A
: Boolesche Algebra Mengenalgebra konkrete
Informations- — (O,L,not, and, |—]
o (PW),C.N,U) [ Algebren
ebene (Semantik) | ©°F equiv, impl)
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Konkrete Algebra

<+ Gegeben sei eine abstrakte Algebra A mit Sorten S und Funktions-
symbolen F in ihrer Signatur 2.

< Eine Algebra K, die
— zu jeder Sorte s aus S eine Tragermenge enthélt und

— zu jedem Funktionssymbol f aus F eine Operation bzw. Funktion
enthilt

— die alle mit den Funktionalititen aus 2 und den Gesetzen von A
vertriglich sind,

heifit eine Konkretisierung oder konkrete Algebra zu A.
< Beispiele:

— Boolesche Algebra und Mengenalgebra sind Konkretisierungen
der abstrakten Algebra bool.

— Die natiirlichen Zahlen mit der Konstanten O, dem Inkrement +1
und der Addition + sind eine Konkretisierung der abstrakten
Algebra nat.
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Eine abstrakte Algebra fiir den Keller

< Ein Keller (Stapel, Stack) speichert Daten in der Form, dass immer
das zuletzt gespeicherte Datum als erstes wieder ausgelesen wird.

< Kellerartige Strukturen haben enorme Bedeutung in der Informatik
— beim Speichern der Zwischenergebnisse von Ausdriicken
— bei der Speicherverwaltung rekursiver Methoden
— bei der Realiserung von LIFO-Strategien (last in first out)

» Eine abstrakte Algebra fiir Keller erlaubt es uns, die wesentlichen
Eigenschaften eines Kellers prizise festzulegen (zu spezifizieren),
ohne der Implementation vorwegzugreifen

— Wir bezeichnen die abstrakte Algebra fiir den Keller mit stack

< Zur Erinnerung: Eine abstrakte Algebra (abstrakte Rechen-
struktur) besteht aus einer Signatur X und einer Anzahl von
Gesetzen
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Definition: abstrakte Rechenstruktur stack (Signatur X )

< Menge der Sorten: S = {7, stack 7, bool}

— T bezeichnet die Menge, aus der die im Keller zu speichernden
Elemente kommen. (7 ist wie ein Parameter. Die ndhere Struktur von T
wird erst bei der Implementation benétigt).

— stack T bezeichnet die Menge aller Keller tiber T

— bool bezeichnet die Rechenstruktur der Wahrheitswerte. Sie wird
wimportiert”, d.h. ihre Funktionalititen und Gesetze werden nicht noch
einmal aufgefiihrt.

<+ Menge der Funktionssymbole: F = {create, isEmpty, push, top, pop}
< Funktionalititen:

create : — stack T’

isEmpty : stack T — bool

push : stack Tx T — stack T

top:stack 7 — T

pop : stack T — stack T
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Fortsetzung: die abstrakte Rechenstruktur stack (Gesetze)
Gesetze fiir stack:
S1: isEmpty (create) = true
S2: isEmpty (push ( s, x )) = false

S3: top (push (s, x))=x
5% pop (push( s, x)) = s pop(push(push(s, x), ) =

< Beispiele von syntaktisch korrekten Termen: push (s, x)
create

top (push ( pop (push (push (s,x),y)),z))
top ( create )
- semantisch sinnlos, denn ein leerer K hat kein Element!
< Beispiel fiir eine Termvereinfachung gea1all der Gesetze:
push (pop (push (push (s,x),y)},z) ergibt
push (push (s,x),z) nach Anwendung von Gesetz S4
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Abstrakte Rechenstrukturen in Java
< Eine Klasse in Java kann als konkrete Rechenstruktur aufgefasst werden:

— Trigermengen: Typen der Attribute sowie der Ergebnisse und
Parameter von Methoden

— Operationen: Methoden

<+ Eine direkte Entsprechung einer abstrakten Rechenstruktur gibt es in Java
nicht.

<+ Es gibt jedoch in Java abstrakte Klassen, die den Signaturen abstrakter
Rechenstrukturen entsprechen.

— Methoden abstrakter Klassen haben keinen Rumpf

— Abstrakte Klassen treten als Oberklassen auf, konkretisiert werden sie
in Unterklassen, in denen die Riimpfe implementiert sind.

— Verschiedene Konkretisierungen sind damit moglich.
— Abstrakte Klassen konnen nicht instantiiert werden.

— Anwendungen konnen bereits mit der Schnittstelle abstrakter Klassen
arbeiten.

< Naheres im Kapitel iiber den objektorientierten Programmierstil.
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Zusammenfassung

< Reprisentation, Information, Interpretation

< Boolesche Terme

< Interpretation von Booleschen Termen

% Eine besondere Gleichheit: Semantische Aquivalenz
< Boolesche Gesetze

< Vereinfachung von Booleschen Termen

< Mengenalgebra als alternatives semantisches Modell
< Abstrakte Algebra, abstrakte Rechenstruktur

< Abstrakte Klassen in Java
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Das war*s fiir dieses Semester!

< Wir wiinschen Thnen
— viel Erfolg in der Klausur am 17. Dezember,

— ein gesegnetes Weihnachtsfest und friedliche,
ruhige Ferien

— und fiir das Neue Jahr 2008 viel Gliick!
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